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習題 3-1 

1. 函數 3( )y f x x= =  

(1) 求當 x從 1x = 分別變到 3x = 、 2x = 、 1.1x = 、 1.01x = 、和 1.001x = 時，函

數 ( )f x 的平均變化率，並填下表。  

 

 Δx = b - a  ( ) ( )y f b f aΔ = −  Δy/Δx  

從 1x = 到 3x =  2 26 13 
從 1x = 到 2x =  1 7 7 
從 1x = 到 1.1x =  0.1 0.331 3.31 
從 1x = 到 1.01x =  0.01 0.030301 3.0301 
從 1x = 到 1.001x =  0.001 0.003003001 3.003001 

 

(2) 求函數 ( )f x 在 1x = 的瞬間變化率。  
( ) ( )lim lim lim

( )( )lim lim( )

3

x 0 b 1 b 1

2
2

b 1 b 1

y f b f 1 b 1
x b 1 b 1

b 1 b b 1 b b 1 3
b 1

Δ → → →

→ →

Δ − −
= = =

Δ − −
− + +

= + + =
−

 

(3) 若函數 ( )f x 在 x a= 的瞬間變化率為 6，則 a 為何？  

函數 )(xf 在 ax = 的瞬間變化率為  

( ) ( )lim lim lim

( )( )lim lim( )

3 3

x 0 b a b a

2 2
2 2 2

b a b a

y f b f a b a
x b a b a

b a b ab a b ab a 3a
b a

Δ → → →

→ →

Δ − −
= = =

Δ − −
− + +

= + + =
−
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2263 22 ±=⇒=⇒=⇒ aaa  

(4) 試繪函數 ( )f x 的圖形，並比較函數 ( )f x 從 1x = 到 2x = 的平均變化率與函數

( )f x 在 1x = 的瞬間變化率。  

略 .  

 

2. 函數 2( ) 1f x x= − ， (1,0)P 為函數圖形上的固定點， ( , ( ))Q b f b 為函數圖形上的動

點。  

(1) 求 3b = 、 2b = 、 1.5b = 、和 1.1b = 時，割線 PQ 的斜率，並填下表。  

 

 3b =  2b =  1 5.b =  1 1.b =  

( , ( ))Q b f b  )8,3(  )3,2(  )25.1,5.1(  )21.0,1.1(  

secm  4 3 2.5 2.1 

(2) 求函數 ( )f x 在 (1,0)P 點的切線斜率及切線方程式。  

函數 )(xf 在 )0,1(P 點的切線斜率為  
2

0 1 1

1 1

( ) (1) ( 1) (1 1)lim lim lim
1 1

( 1)( 1)lim lim( 1) 2
1

x b b

b b

y f b f b
x b b

b b b
b

Δ

Δ
Δ→ → →

→ →

− − − −
= = =

− −
− +

= + =
−

 

函數 )(xf 在 )0,1(P 點的切線方程式為  

22
1
02 −=

−
−

= xy
x
y

或  

(3) 試繪函數 ( )f x 及在 (1)中提及的割線和在 (2)中所求切線的圖形，並觀察當動

點 Q 沿著曲線往固定點 P 趨近時，割線 PQ 與過 P 點切線的關係。  

略。  
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3. 假設質點 M 按規律 2( ) 2f x x x= + 作直線運動。  

(1) 求質點 M 從 3x = 分別到 3.1x = 、 3.01x = 、 3.001x = 、和 3x x= + Δ 各時間區間

內的平均速度。  

先求質點 M 從 3=x 到 xx Δ+= 3 的平均速度為  
2 2

2 2 2

2

(3 ) (3) [2(3 ) (3 )] [2 3 3]
(3 ) 3

[2(3 2 3 ( ) ) (3 )] [2 3 3]

[2(2 3 ( ) ) ( )]

2(2 3 ) 1 13 2 ( )

f x f x x
x x

x x x
x

x x x
x

x x

+ Δ − + Δ + + Δ − ⋅ +
=

+ Δ − Δ

+ ⋅ ⋅ Δ + Δ + + Δ − ⋅ +
=

Δ
⋅ ⋅ Δ + Δ + Δ

=
Δ

= ⋅ + Δ + = + Δ ∗

 

質點 M 從 3=x 到 1.3=x 、 01.3=x 、 001.3=x 的 xΔ 分別為 1.0 、 01.0 、 001.0  

利用 )(∗ 式，得  

質點 M 從 3=x 到 1.3=x 、 01.3=x 、 001.3=x 的平均速度分別為 2.13 、 02.13 、

002.13  

(2) 求質點在 3x = 的瞬間速度。  

利用 )(∗ 式，得  

13)213(lim
3)3(

)3()3(lim
00

=Δ+=
−Δ+
−Δ+

→Δ→Δ
x

x
fxf

xx
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習題 3-2   

1. 計算下列函數的導函數、在 1x = 的導數、在各指定切點的切線斜率及切線方程

式，完成下表，並繪函數及切線的圖形來驗證答案。  

函      數  ( )f x′  1( )f ′  切點  切線斜率  切線方程式

(1) ( )f x c= ， c 為常數  0 0 (0, )c  0 cy =  

(2) ( )f x x=  1 1 (2,2)  1 xy =  

(3) 2( ) 1f x x= −  x2  2 (2,3)  4 54 −= xy

(4) 
1( )

1
f x

x
=

+
 2)1(

1
+

−
x

 
4
1

−  (0,1)  -1 1
4
1

+−= xy

(5) 
| |( ) xf x
x

=  
⎩
⎨
⎧

=
≠

0,
0,0

x
x

不存在
0 ( 1, 1)− − 0 1−=y  

圖形：略。  
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2. 由下面的函數圖形，判斷在 1x 至 13x 的 13 個 x值中，那些 x的導數為正，那些為

負，那些為 0，那些為不存在。  

 
導數為正：

1351 ,, xxx  

導數為 0： 121042 ,,, xxxx  

導數為負：
1273 ,, xxx  

導數為不存在：
1198 ,, xxx  
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習題 3-3   

1. 證明常數乘法法則。  

若 )(xf 是 x 的可微分函數，且 c為一實數，則  

0

0

0

( ) ( )[ ( )] lim

( ( ) ( ))                lim

( ) ( )                lim ( )

h

h

h

d cf x h cf xcf x
dx h

c f x h f x
h

f x h f xc cf x
h

→

→

→

+ −
=

+ −
=

+ − ′= =

     

2. 證明減法法則。  

若 )(xf 和 )(xg 是 x 的可微分函數，則  

)()(

)()(lim)()(lim

))()()()((lim

)]()([)]()([lim

)]()([)]()([lim)]()([

00

0

0

0

xg
dx
dxf

dx
d

h
xghxg

h
xfhxf

h
xghxg

h
xfhxf

h
xghxgxfhxf

h
xgxfhxghxfxgxf

dx
d

hh

h

h

h

−=

−+
−

−+
=

−+
−

−+
=

−+−−+
=

−−+−+
=−

→→

→

→

→
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3. 求下列函數的導數   

(1) ( ) 1f x x= −  

1011)1()( =−=−=−=′
dx
dx

dx
dx

dx
dxf  

(2) 3 2 5y x x= + +  

2352)52( 233 +=++=++= x
dx
dx

dx
dx

dx
dxx

dx
d

dx
dy

 

(3) 3

3( )
2

s t
t

=  

443
3 2

9)3(
2
3

2
3

2
3)( −−− −=−=== ttt

dt
d

tdt
dts

dt
d

 

(4) 
3
44y t=  

4
1

4
1

4
3

3
4
344

−−
=⋅== ttt

dt
d

dt
dy

 

(5) 5( ) 3g x x=  

5
4

5
1

5
33)(

−
== xx

dx
dxg

dx
d

 

(6) 6 2( ) 2 5 8h t t t t= − +  

2
1

52
1

26 41012)852()(
−

+−=+−= tttttt
dt
dth

dt
d

 

(7) 3 1( ) ( )m x x x
x

= +  

34 4)1()( xx
dx
dxm

dx
d

=+=  
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(8) 2( ) (2 1)( 2)p x x x= − +  

186)242()( 223 −+=−−+= xxxxx
dx
dxp

dx
d

 

(9) ( ) xq x
x

=  

2
1

2
1

2
1 2

1)(
−

=== xx
dx
d

x

x
dx
dxq

dx
d

 

(10)
3 2

2

2 1( ) x xr t
x
− +

=  

32 22)12()( −− −=+−= xxx
dx
dxr

dx
d

 

4. 計算下列函數的導函數、在各指定切點的切線斜率及切線方程式及出現水平切

線的點，並完成下表。  

函      數  導函數  切點  切線斜率 切線方程式  
水平切線的

點  

(1) 3( ) 3 1f x x x= − +   33)( 2 −=′ xxf (0,1)  3−  13 +−= xy  )3,1(),1,1( −−

(2) 4 2( ) 2 1f x x x= + +  xxxf 44)( 3 +=′ (1,4)  8  48 −= xy  )1,0(  

(3) 3( ) 3f x x x= +  33)( 2 +=′ xxf ( 1, 4)− − 6  26 += xy  無 

5. 試舉例說明，若 ( ) ( )f x g x′ ′= ，但不一定 ( ) ( )f x g x= 。  

若 )(xg 是 x 的可微分函數， c 為常數，設 cxgxf += )()( ，則 )()( xgxf ′=′ ，

但不一定 )()( xgxf = 。  
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習題 3-4   

1. 填空：  

(1) )12)(2())(23()))(2(( 32223 −++−+=′−+ xxxxxxxxxx  

(2) 
)2)(2)(1()3)(2)(1()3)(2)(2(

))3)(2)(1((
222222

222

xxxxxxxxx
xxx

++++++++

=′+++
 

(3) 23

2534

3

5

)1(
)3)(2()1)(25(

1
2

+
−−+−

=
+
−

x
xxxxx

x
xx

dx
d

  

(4) 4222 )1(
)2(

)1(
1

+
−

=
+ x

x
xdx

d
  

2. 求下列函數的導數：   

(1) 2( 2)( 1)y x x= + −  

解 (一 )：利用乘法法則  

143
421

2)2()1(
)1)(2()1()2(

))1)(2((

2

22

2

22

2

−+=

++−=

⋅++−=

′−++−′+=

′−+=′

xx
xxx

xxx
xxxx

xxy

 

解 (二 )：乘開後再微分  

143
)22(

))1)(2((

2

23

2

−+=

′−−+=

′−+=′

xx
xxx

xxy
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(2) 3( 2 )( 1)y x x x= − +  

解 (一 )：利用乘法法則  

 

2434
22233
)2()1)(23(

)1)(2()1()2(
))1)(2((

23

323

32

33

3

−−+=

−+−−+=

−++−=

′+−++′−=

′+−=′

xxx
xxxxx

xxxx
xxxxxx

xxxy

 

解 (二 )：乘開後再微分  

2434
)22(

))1)(2((

23

234

3

−−+=

′−−+=

′+−=′

xxx
xxxx

xxxy

 

 

(3) 3( 1)y x x= +  

解 (一 )：利用乘法法則  

23

323

32

33

3

34
33

)()1)(3(
)1)(()1()(

))1((

xx
xxx

xxx
xxxx

xxy

+=

++=

++=

′+++′=

′+=′

 

解 (二 )：乘開後再微分  

23

34

3

34
)(

))1((

xx
xx

xxy

+=

′+=

′+=′
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(4) ( 1)y x x= +  

解 (一 )：利用乘法法則  

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
3

2
1

2
1

)()1)(
2
1(

)1)(()1()(

))1((

2
1

2
1

2
1

2
1

−

−

−

+=

++=

++=

′+++′=

′+=′

xx

xxx

xxx

xxxx

xxy

 

解 (二 )：乘開後再微分  

2
1

2
1

2
3

2
1

2
3

)(

))1((

))1((

2
1

2
1

−

+=

′+=

′+=

′+=′

xx

xx

xx

xxy

 

 

(5) 2( 1)y x= +  

解 (一 )：利用乘法法則  

22
1)1()1(1

)1)(1()1()1(
))1)(1((

+=
⋅+++⋅=

′++++′+=

′++=′

x
xx

xxxx
xxy
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解 (二 )：乘開後再微分  

22
)12(

))1((
2

2

+=

′++=

′+=′

x
xx

xy
 

 

(6) 3( 1)y x= +  

解 (一 )：利用乘法法則  

363
)12(3

)1(3
1)1)(1()1(1)1()1)(1(1

)1)(1)(1()1()1)(1()1)(1()1(
))1)(1)(1((

2

2

2

++=

++=

+=

⋅++++⋅⋅++++⋅=

′+++++′+++++′+=

′+++=′

xx
xx

x
xxxxxx

xxxxxxxxx
xxxy

 

解 (二 )：乘開後再微分  

363
)133(

))1((

2

23

3

++=

′+++=

′+=′

xx
xxx

xy
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3. 求下列函數的導數：   

(1) 2
1

xy
x
+

=
+

 

利用除法法則  

2

2

2

)1(
1

)1(
1)2()1(1

)1(
)1)(2()1()2(

1
2

+
−

=

+
⋅+−+⋅

=

+
′++−+′+

=

+
+

=

x

x
xx
x

xxxx
x
x

dx
d

dx
dy

 

 

(2) 
2 2

1
xy
x
+

=
+

 

利用除法法則  

2

2

2

2

2

22

2

)1(
22

)1(
1)2()1(2

)1(
)1)(2()1()2(

1
2

+
−+

=

+
⋅+−+⋅

=

+
′++−+′+

=

+
+

=

x
xx

x
xxx
x

xxxx
x

x
dx
d

dx
dy
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(3) 
2( 2)

1
xy
x
+

=
+

 

利用除法法則  

2

2

2

2

2

22

2

)1(
2

)1(
1)44()1()42(

)1(
)1()2()1())2((

1
)2(

+
+

=

+
⋅++−+⋅+

=

+
′++−+′+

=

+
+

=

x
xx

x
xxxx

x
xxxx

x
x

dx
d

dx
dy

 

 

(4) 2

1
1

y
x

=
+

 

利用除法法則  

22

2

22

2

)1(
2

)1(
)1)(1()1()1(

1
1

2

+
−

=

+

′+−+′
=

+
=

x
x

x
xx

xdx
d

dx
dy

 

 

(5) 
2( 2)xy

x
+

=  

解 (一 )：利用除法法則  
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2

2

2

2

2

2

22

2

41

4

1)44()42(

)()2())2((

)2(

x

x
x

x
xxxx

x
xxxx

x
x

dx
d

dx
dy

−=

−
=

⋅++−⋅+
=

′⋅+−⋅′+
=

+
=

 

解 (二 )：化簡後再微分  

2

4

2

2

41

)44(

44

)2(

1

x

x
x

dx
d

x
xx

dx
d

x
x

dx
d

dx
dy

x

−=

++=

++
=

+
=

−

  

 

(6) 
2 4 3

1
x xy

x
+ +

=
+

  

解(一)：利用除法法則  
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1
)1(

12
)1(

1)34()1()42(
)1(

)1)(34()1()34(
1

34

2

2

2

2

2

22

2

=
+

++
=

+
⋅++−+⋅+

=

+
′+++−+′++

=

+
++

=

x
xx

x
xxxx

x
xxxxxx

x
xx

dx
d

dx
dy

 

解(二)：化簡後再微分 

1

)3(

)1(
)3)(1(

)1(
1)2(

1
34

2

2

=

+=

+
++

=

+
−+

=

+
++

=

x
dx
d

x
xx

dx
d

x
x

dx
d

x
xx

dx
d

dx
dy

 

4. 假設 )(xf 為可微分函數  

(a) 利用乘法法則  

2( ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )d df x f x f x f x f x f x f x
dx dx

′ ′= = +  

     ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )f x f x f x f x f x f x′ ′ ′= + =  

(b) 利用乘法法則和 (a) 
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3 2

2 2

2

2 2

2

( ( )) (( ( )) ( ))

( ( ( )) ) ( ) ( ( )) ( )

(2 ( ) ( )) ( ) ( ( )) ( )
2( ( )) ( ) ( ( )) ( )
3( ( )) ( )

d df x f x f x
dx dx

d df x f x f x f x
dx dx

f x f x f x f x f x
f x f x f x f x
f x f x

=

= +

′ ′= +

′ ′= +

′=

 

(1) 試利用乘法法則和 (b)，求 4( ( ))d f x
dx

。  

)())((4
)())(()())((3

)())(()())()(3(

)())(()()))(((

))())((())((

3

33

32

33

34

xfxf
xfxfxfxf

xfxfxfxfxf

xf
dx
dxfxfxf

dx
d

xfxf
dx
dxf

dx
d

′=

′+′=

′+′=

+=

=

 

(2) 是否有看出 2( ( ))d f x
dx

， 3( ( ))d f x
dx

，和 4( ( ))d f x
dx

的規則，試推測 5( ( ))d f x
dx

和

( ( ))nd f x
dx

， n為正整數。  

)())((5))(( 45 xfxfxf
dx
d ′=  

)())(())(( 1 xfxfnxf
dx
d nn ′= −  
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習題 3-5   

1. 填空：  

(1) )9(2102 ))()12(10()( xxxxx
dx
d

++=+  

(2) 
2
3

1( )2 2 2 ( ) 23 22( ) ( ) ( (2 1) )( )
3

d dx x x x x x x
dx dx

+ = + = + +  

(3) 2 ( 1 ) 2 ( 2 )
2
1 ( ) ( (2 1) )( )d d x x x x x

dx x x dx
− −= + = − + +

+
 

(4) 
1 3( ) ( )2 22 2

2

1 1( ) ( (2 1) )( )
2

d d x x x x x
dx dxx x

− −
= + = − + +

+
 

(5) 3 5 2 2 3 4 2 3 5(( 1) ( )) ( 15 ( 1) )( ) ( 1) ( 2 1 )d x x x x x x x x x
dx

− − = − − + − −  

(6) 

1
21( 1 ) 1 ( 1)( ( 1) )1 2

( 1 )1

x x xd x
dx xx

−
+ − − +−

=
++

 

2. 求下列函數的導數：   

(1) )16)(13(2)13( 222 −+−=+− xxxxx
dx
d  

(2) )16()13(10)13( 92102 −+−=+− xxxxx
dx
d  

(3) )16()13(
2
1)13(13 2

1
22

1
22 −+−=+−=+−

−
xxxxx

dx
dxx

dx
d  

(4) )16()13(
2
5)13()13( 2

3
22

5
252 −+−=+−=+− xxxxx

dx
dxx

dx
d  
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(5) )16()13()13(
13

1 2212
2 −+−−=+−=

+−
−− xxxxx

dx
d

xxdx
d  

(6) )16()13(5)13(
)13(

1 6252
52

−+−−=+−=
+−

−− xxxxx
dx
d

xxdx
d  

(7) )16()13(
3
5)13(

)13(

1 3
8

23
5

2

3 52
−+−−=+−=

+−

−−
xxxxx

dx
d

xxdx
d  

(8)  
2

1 1
2 22 2

1 1
22 2

1 1 1
22 2 2

4 ( 1)

1
22

( 1( 1))

(( 1) ) ( 1) ( 1) ( 1)

1 ( 1) ( 1) ( 1) (2 )
2
1 ( 1) [( 1) (2( 1) )( 1) (2 )]
2

1 ( 1) (5 4 1)
2

x x

d x x
dx

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x

−

−

−

−

− +

′ ′= − + + − +

= − + + −

= − + + − −

= − − +

 

(9)  

2 9

2 10 2 10 2 10

10( 1) 2

2 10 2 2 9 2 9 2

( ( 1) ) ( ) ( 1) (( 1) )

( 1) 20 ( 1) ( 1) (21 1)
x x

d x x x x x x
dx

x x x x x
+ ⋅

′ ′+ = + + +

= + + + = + +

 

(10)  

1
21 ( 1)

2
2 1 1

2 2 22 2

1 3
22 2

3 1 3
22 2 2

3
22

3
22

2 ( 2) ( 1) ( 2)(( 1) )
11

12 ( 1) ( 2)( 1)
2

1 ( 1) [2 ( 1) (2( 1) ) ( 2)]
2
1 ( 1) [4 ( 1) ( 2)]
2
1 ( 1) (3 4 2)
2

x

x

d x x x x x
dx xx

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x

−
+

− −

− −

−

−

′ ′+ + + − + +
=

++

= + − + +

= + + + − +

= + + − +

= + + −

 



20 

 

 

 
 

(11)  
2 2 2

5 4

2 1
2 2 2

4
2

2 2 2 4 2
4

2 3

2 2 2( ) 5( )
1 1 1

2 ( 2) ( 1) ( 2)( 1)5( )
1 ( 1)
2 2 2 5( 2) ( 2 2)5( )
1 ( 1) ( 1)

x

d x x d x
dx x x dx x

x x x x x
x x

x x x x x x
x x x

+ + +
=

+ + +

′ ′+ + + − + +
=

+ +

+ + − + + −
= =

+ + +

 

(12)  12 2 2
2

12 2
2

2

1
2 22

3
2

2 1 2 2( )
1 2 1 1

1 2 2 2( )
2 1 ( 1)

( 2) ( 2 2)

2( 1)

d x x d x
dx x x dx x

x x x
x x

x x x

x

−

−

−

+ + +
=

+ + +

+ + −
=

+ +

+ + −
=

+

  

 

3. 試分別利用 (a)乘法法則，(b)乘開後再微分，(c)一般冪次方法則，求 2 2( 1)d x
dx

+ 。 

(a) 乘法法則： 2 2 2 2( 1) (( 1)( 1))d dx x x
dx dx

+ = + +  

          
2 2

2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1)( 1) 4 ( 1)
x x

x x x x x x′ ′= + + + + + = +  

(b) 乘開後再微分： )1(444)12()1( 232422 +=+=++=+ xxxxxx
dx
dx

dx
d  

一般冪次方法則： )1(4)1()1(2)1( 2

2

2222 +=′++=+ xxxxx
dx
d

x
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4. 試利用一般冪次方法則和乘法法則證明除法法則，即  

2

2

)())((

11

)(

1

))((
)()()()(

))((
)()(

)(
)(

)))((()())(())((

]))()(([]
)(

1)([]
)(
)([

2

xg
xgxfxgxf

xg
xgxf

xg
xf

xgxfxgxf

xgxf
dx
d

xg
xf

dx
d

xg
xf

dx
d

xgxgxf

′−′
=

′
−

′
=

′+′=

==

′−

−−

′

−

−
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習題 3-6   

1. 填空：  

 函數  一階導數  二階導數  三階導數  
指定導數的

值  

(1) 3( ) 2 1f x x x= + −  23)( 2 +=′ xxf xxf 6)( =′′  6)( =′′′ xf  18)3( =′′f  

(2) 2( ) ( 2)g t x= +  )2(2)( +=′ xtg 2)( =′′ tg  0)( =′′′ tg  10)3( =′g  

(3) 2 3( ) ( 2 1)h x x x x= + −  
xxx

xh
265

)(
24 −+=

′

21220
)(

3 −+=

′′

xx
xh

1260
)(

2 +=

′′′

x
xh

 72)1( =′′′h  

(4) 2 1y x= +  2
1

2 )1(
−

+=′ xxy 2
3

2 )1(
−

+=′′ xy 2
5

2 )1(3
−

+−=′′′ xxy 4
2| 1=′′ =xy

(5) 
1

2 1
y

x
=

+
 2)12(2 −+−=′ xy 3)12(8 −+=′′ xy 4)12(48 −+−=′′′ xy  48| 0 −=′′′ =xy
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2. 求下列函數 n階導數的通式：  

函   

數  
(1) 4 2 1( )f x x x= − + (2) 3

1( )f x
x

=  (3) ( )y x g x= ⋅  

一  

階  

導  

數  

xxxf 24)( 3 −=′  43)( −−=′ xxf  )()( xgxxgy ′+=′  

二  

階  

導  

數  

212)( 2 −=′′ xxf  5)4)(3()( −−−=′′ xxf  )()(2 xgxxgy ′′+′=′′  

三  

階  

導  

數  

xxf 24)( =′′′  6)5)(4)(3()( −−−−=′′′ xxf  )()(3 xgxxgy ′′′+′′=′′′  

四  

階  

導  

數  

24)()4( =xf  7)4( )6)(5)(4)(3()( −−−−−= xxf  )()(4 )4()4( xxgxgy +′′′=  

五  

階  

導  

數  

0)()5( =xf  8)5( )7)(6)(5)(4)(3()( −−−−−−= xxf )()(5 )5()4()5( xxgxgy +=

N 

階

導

數

，

6n ≥

0)()( =xf n  
2

)!2()1()(
)3(

)(
+−+−

=
nn

n xnxf  )()( )()1()( xxgxngy nnn += −
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3. 求下列函數的二階導數：  

(1) xxxxxf −=−= 32 )1()(  

13)( 2 −=′ xxf  

xxf 6)( =′′  

(2) 1)( 2
3

+=
+

= x
x

xxxf  

xxf 2)( =′  

2)( =′′ xf  

(3) 2
1

2
5

2 )1()( xxxxxf −=−=  

2
1

2
3

2
1

2
5)(

−
−=′ xxxf  

2
3

2
1

4
1

4
15)(

−
+=′′ xxxf  

(4) 
1

)(
3

+
+

=
x

xxxf  

2

23

2

1
3

13

3

2

1
3

13

33

)1(
132

)1(
)1()()1()(

)1(
)1()()1()()

1
()(

2

2

+
++

=
+

′++−+′+
=

+
′++−+′+

=′
+
+

=′

+

+

x
xx

x
xxxxxx

x
xxxxxx

x
xxxf

x

x
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4

23

4

)1(2

2232

66

23

2

23

)1(
2662

)1(
))1(()132()1()132()

)1(
132()(

2

+
−++

=

+
′+++−+′++

=′
+

++
=′′

++

x
xxx

x
xxxxxx

x
xxxf

xxx

 

(5) )1()1()1(1)( 22
1

2 −+=−+= xxxxxf  

1
21 ( 1)

2
21 1

2 22 2

4 ( 1)

1 1 1
22 2 2

1
22

( ) (( 1) ) ( 1) ( 1) ( 1)

1 ( 1) [( 1) (2( 1) )(2 ( 1) )]
2
1 ( 1) (5 4 1)
2

x

x

x x

f x x x x x

x x x x x

x x x

−
+

+

−

−

′ ′ ′= + − + + −

= + − + + +

= + + −

 

3
21 ( 1)

2
10 41 1

2 22 2

3 3 1
22 2 2

2( 1)(10 4)

3
22

1 1( ) (( 1) ) (5 4 1) ( 1) (5 4 1)
2 2

1 1( 1) [(5 4 1) ( 4( 1) ) ( 1) (10 4)]
4 2

1 ( 1) (15 24 9)
4

x

x

x x

f x x x x x x x

x x x x x x

x x x

−
− +

+
− −

− −

− + +

−

′′ ′ ′= + + − + + + −

= − + + − + − + + +

= + + +

 

(6) 3 5( ) ( )f x x x= +  

)13()(5)( 243 ++=′ xxxxf  

3 3 2

3 4 2 3 4 2

64( ) (3 1)

3 3 2 2 3

3 3 4 2

( ) 5[(( ) ) (3 1) ( ) (3 1) ]

10( ) [2(3 1) 3 ( )]
10( ) (21 15 2)

xx x x

f x x x x x x x

x x x x x x
x x x x

+ +

′′ ′ ′= + + + + +

= + + + +

= + + +
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習題 3-7   

1. 以隱函數微分求 /dy dx，並求導數在各點的值：  

函    數  /dy dx  點  /dy dx在點的值  

(1) 3y x=  

2

2

3

3
1

13

ydx
dy

dx
dyy

x
dx
dy

dx
d

=⇒

=⇒

=

 (1,1)  3
1| )1,1( =

dx
dy  

(2) 2 3 2x y+ =  

2

2

32

3
2

032

2)(

y
x

dx
dy

dx
dy

yx

dx
dyx

dx
d

−=⇒

=+⇒

=+

 ( 1,1)− 3
2| )1,1( =−dx

dy  

(3) 2 3 1x y y+ =  

22

22

32

3
2

03)2(

1)(

yx
xy

dx
dy

dx
dyy

dx
dyxxy

dx
dyyx

dx
d

+
−

=⇒

=++⇒

=+

 (0,1)  0| )1,0( =
dx
dy  
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(4) 2 3 2 1x y y x+ + =  

22

22

232

3
22

023)2(

1)(

yx
xxy

dx
dy

x
dx
dyy

dx
dyxxy

dx
dxyyx

dx
d

+
−−

=⇒

=+++⇒

=++

 (0,1)  0| )1,0( =
dx
dy  

(5) 1x y
x y
+

=
−

 

(解一：隱函數微分) 

x
y

dx
dy

dx
dyyxyx

dx
dy

yx
yxyxyxyx

dx
d

yx
yx

dx
d

dx
dy

dx
dy

=⇒

=−+−−+⇒

=
−

′−+−−′+
⇒

=
−
+

−+

0)1)(())(1(

0
)(

)()()()(

1)(

2

11

(解二：顯函數微分) 

0

0
02

1

=⇒

=⇒
=⇒

−=+⇒

=
−
+

dx
dy
y
y

yxyx
yx
yx

 

註：試解釋(解一)和(解二)的解

相同。 

(1,0)  0| )0,1( =
dx
dy  
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(6) 3( ) 1x y− =  

(解一：隱函數微分) 

1

0)()(3

1)(

1

2

3

=⇒

=−−⇒

=−

−

dx
dy

yx
dx
dyx

dx
dyx

dx
d

dx
dy

 

(解二：顯函數微分) 

1

1
1
1)( 3

=⇒

−=⇒
=−⇒
=−

dx
dy

xy
yx

yx

 

(0, 1)− 1| )1,0( =−dx
dy  

2. 以隱函數微分求 /dy dx，並求函數圖形在各點的斜率及切線方程式：  

函    數  /dy dx  點  斜率  切線方程式  

(1) 2 2 5x y+ =  

y
x

dx
dy

dx
dy

yx

dx
dyx

dx
d

−=⇒

=+⇒

=+

022

5)( 22

 (1,2)  2
1

−=
dx
dy  

2
5

2
1

+−= xy  

(2) 
1 1
2 2 1x y+ =  

x
xy

dx
dy

dx
dyyx

dx
dyx

dx
d

−=⇒

=+⇒

=+

−−
0

2
1

2
1

1)(

2
1

2
1

2
1

2
1

(1,1)  1−=
dx
dy  2+−= xy  
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(3) 23 2 5 0x y− + =  

x
dx
dy

dx
dyx

dx
dyx

dx
d

3

026

0)523( 2

=⇒

=−⇒

=+−

(1,4)  3=
dx
dy  13 += xy  

(4) 2 24 9 1x y+ =  

y
x

dx
dy

dx
dy

yx

dx
dyx

dx
d

9
4

0188

1)94( 22

−=⇒

=+⇒

=+

 1(0, )
3

 0=
dx
dy  

3
1

=y  

(5) 2 5y x− =  

ydx
dy

dx
dy

y

dx
dxy

dx
d

2
1

012

5)( 2

=⇒

=−⇒

=−

 (4,3)  6
1

=
dx
dy  

3
7

6
1

+= xy  

(6) 3 3 1x y− =  

2

2

22

33

033

1)(

y
x

dx
dy

dx
dyyx

dx
dyx

dx
d

=⇒

=−⇒

=−

 
(0, 1)− 0=

dx
dy  1−=y  
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