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3-3等價關係

1

等價關係

具有反射性、上的二元關係，若一個集合為令 X RR
。便是一個等價關係對稱性與傳遞性，則

具有反射性上的二元關係，若個集合為令

relation) ce(equivalen
X

R
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}{: 體學生應英系、與財法系的全僑光科技大學資科系、=XEx
},,|),{( 為同系學生且 yxXyxyxR ∈=

:)1( 反射性 RxxXx ∈∈∀ )(
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:)1( 反射性 RxxXx ∈∈∀ ),(,

:)2( 對稱性 RxyRyxXyx ∈⇒∈∈∀ ),(),(,,

:)3( 傳遞性 RzxRzyRyxXzyx ∈⇒∈∈∈∀ ),(),(),(,,, 且

為等價關係R⇒
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等價類

，令何一個等價關係，則對任上的為集合令 ~ XxX ∈
。的等價類便稱作，

，令何個等價關係，則對任上的為集合令

class) eequivalenc(}|{][
~

xx~yXyx
XxX

∈=
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}{: 體學生應英系、與財法系的全僑光科技大學資科系、=XEx

},,|),{( 為同系學生且 yxXyxyxR ∈=

=∈ [a]aa)1( 為資科系學生，則X }|{ 為資科系學生yXy∈

3

=∈ [a]a,a)1( 為資科系學生，則X

[c][b],[a],:3個等價類分割為被等價關係 RX⇒

}|{ 為資科系學生yXy∈

=∈ [b]b,b)2( 為應英系學生，則X }|{ 為應英系學生yXy∈

=∈ [c]c,c)3( 為財法系學生，則X }|{ 為財法系學生yXy∈

分割

Y = }uu{u}4321{

X

XXX
Y

=∪∪
=∩=∩=∩

⊆⊆⊆
=

321

323121

321

321

uuu(3)
uu,uu,uu(2)

u,u,u(1)
}u,u,{u

φφφ

的分割為 XY }u,u,{u 321=⇒
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若且唯若一個分割的為則，設

合，的非空子集合構成的集為且為非空集合，令

φ
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分割

XYX 合，的非空子集合構成的集為且為非空集合，令
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且

若且唯若一個分割的為則，設

合的非空子集合構成的集為且為非空集合令

φ

}{: 體學生應英系、與財法系的全僑光科技大學資科系、=XEx
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}{: 體學生應英系、與財法系的全僑光科技大學資科系、=XEx
},,|),{( 為同系學生且 yxXyxyxR ∈=

的分割為 XcbaY ]}[],[],{[=⇒

}{[c]},{[b]},{[a] 財法系學生應英系學生資科系學生 ===

(3)(2),(1),[c][b],[a],3 滿足分割的條件個等價類⇒

等價類與分割

}|{][~ x~yXyxX ∈= ，則一個等價關係，等價類上的為集合令
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，對

一個的分割上的為

，則一定是，若非

，對任何

則個等價關係 等價類上的為集合令

φ

}{: 體學生應英系、與財法系的全僑光科技大學資科系、=XEx
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}{: 體學生應英系、與財法系的全僑光科技大學資科系、=XEx
},,|),{( 為同系學生且 yxXyxyxR ∈=

的分割為 XcbaY ]}[],[],{[=⇒

}{[c]},{[b]},{[a] 財法系學生應英系學生資科系學生 ===

(3)(2),(1),[c][b],[a],3 滿足分割的條件個等價類⇒
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等價類與分割 – 例子

}{: edcbaXEx },,,,{: edcbaXEx =

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( eedeedddbccbccbbaaR =

:)1( 反射性 RxxXx ∈∈∀ ),(,

:)2( 對稱性 RxyRyxXyx ∈⇒∈∈∀ ),(),(,,

:)3( 傳遞性 RzxRzyRyxXzyx ∈⇒∈∈∈∀ ),(),(),(,,, 且
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:)3( 傳遞性 RzxRzyRyxXzyx ∈⇒∈∈∈∀ ),(),(),(,,, 且

為等價關係R⇒

=][a =][b =][c};{a };,{ cb =][d};,{ cb };,{ ed =][e },{ ed

的一個分割為 XdbaedcbaY ]}[],[],{[]}[],[],[],[],{[ ==⇒

同餘關係

設 Zmmpyxpmodyx ∈=−⇒≡ ,)(
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同餘與

，則若

yx
rpmnmprnpmpxyZnrnpx

⇒
+−=−+=−=∈+= )()(,
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同餘關係

9

同餘關係

3)p()p(mod =≡ 設的等價類寫出等價關係

=]0[

3)p()p(mod =≡ 設的等價類寫出等價關係

{ } { }ZkkxyNyyxNyx ∈=−∈=≡∈= ,3|)3(mod|][

=]1[

=]2[

=]3[

{ } { } { }ZkkyNyZkkyNyyNy ∈=∈=∈=−∈=≡∈ ,3|,30|)3(mod0|

{ } { } { }ZkkyNyZkkyNyyNy ∈+=∈=∈=−∈=≡∈ ,13|,31|)3(mod1|

{ } { } { }ZkkyNyZkkyNyyNy ∈+=∈=∈=−∈=≡∈ ,23|,32|)3(mod2|

{ } { } { }ZkkyNyZkkyNyyNy ∈+=∈=∈=−∈=≡∈ 33|33|)3(mod3|

10

LL =====⇒ ]9[]6[]3[},12,9,6,3,0{]0[

]3[
M

LL =====⇒ ]10[]7[]4[},13,10,7,4,1{]1[
LL =====⇒ ]11[]8[]5[},14,11,8,5,2{]2[

的一個分割。為 NY ]}2[],1[],0{[=⇒

{ } { } { }ZkkyNyZkkyNyyNy ∈+=∈=∈=∈=≡∈ ,33|,33|)3(mod3|
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等價關係與分割

為集合，則設 A

。上的一個等價關係的任一個分割給出

的一個分割，且引出上的任一個等價關係

為集合，則設

RAA
ARA

A

)2(
)1(

。上的一個等價關係依此分割給出

的一個分割，為。設

RA
AYA }}5,3{},4,2{},1{{}5,4,3,2,1{ ==

{(1 1)}{1}{1}}1{ =×⇒

11

{(1,1)}{1}{1}}1{ =×⇒
(4,4)}(4,2),(2,4),{(2,2),}4,2{}4,2{}4,2{ =×⇒

(5,5)}(5,3),(3,5),{(3,3),}5,3{}5,3{}5,3{ =×⇒
}5,3{}5,3{}4,2{}4,2{}1{}1{ ×∪×∪×=R

}(5,5)(5,3),(3,5),(3,3),(4,4),(4,2),(2,4),(2,2),(1,1),{=

隨堂練習:1

為等價關係且證明等同關係 為等價關係且證明等同關係 },|){( yxXyxx,yIdX =∈=

12
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隨堂練習:2

。或上定義一個二元關係在實數 yxxyx yR 0}0|){( ==>ℜ×ℜ∈=ℜ
價類。為等價關係並寫出其等證明

。或上定義 個二元關係在實數

R
yxxyx,yR 0}0|){( ==>ℜ×ℜ∈=ℜ

13

隨堂練習:3

5)()( d 設的等價類寫出等價關係 5)p()p(mod =≡ 設的等價類寫出等價關係

14
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隨堂練習:4

的 個分割為設 AA }}31{}64{}2{{}64321{
。上的一個等價關係依此分割給出

的一個分割，為。設

RA
AYA }}5,3,1{},6,4{},2{{}6,5,4,3,2,1{ ==

15


